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R esumo: Neste trabalho, derivou-se uma abordagem alternativa ao problema de autovalores as-
sociado a solução de um problema bidimensional de transporte de partículas em geometria carte-
siana, definido em um domínio retangular, contendo fonte de nêutrons isotrópica. A abordagem 
baseia-se no uso de esquemas nodais juntamente com a aplicação do Método de Ordenadas Dis-
cretas Analítico ( A D O) . O esquema nodal é definido em todo o domínio do problema e o método 
A DO é aplicado para desenvolver soluções para as equações integradas. Tal metodologia combi-
nada com o ordenamento das direções das partículas, reduz à metade a ordem dos sistemas de 
autovalores associados, quando comparada a outras abordagens existentes na literatura. Aqui, 
a estrutura da matriz, no caso de problemas isotópicos, é utilizada para reescrever o problema 
de forma ainda mais simplificada, como perturbação de uma matriz diagonal, que por suas 
características inerentes, possibilita ainda maior> ganho e eficiência computacional. 
Palavras-chave : Análise espectral, Método de ordenadas discretas analítico, Transporte de 
partículas 
1 Introdução 
O método de ordenadas discretas analítico (ADO), proposto por Barichello e Siewert [5], 
tem sido ut ilizado com sucesso para resolver de forma concisa e precisa problemas de transporte 
[2 , 3, 4, 10, 13, 14, 15]. No caso de problemas muldimensionais, associado com esquemas nodais 
[1, 6, 11], não requer o uso de esquemas iterativos e nem a divisão do domínio em células, devido 
a característica analít ica da abordagem utilizada. Além disso, o cálculo de autovalores ocorre a 
partir de sistemas de ordem reduzida e a solução pode ser escrita de forma explícita na variável 
espacial. Assim, em termos de comparação com outras abordagens que também ut ilizam o 
método de ordenadas discretas, o fato de se ter um problema de autovalores de ordem reduzida , 
contribui para uma formulação mais eficiente do ponto de vista computacional. 
Neste trabalho, diferentemente das abordagens desenvolvidas anteriormente, realiza-se a 
análise espectral das matrizes associadas ao problema de autovalores, obt idas a partir da solução 
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de problemas bidimensionais de transporte de nêutrons, rederivando o problema na forma de 
uma matriz perturbação de matriz diagonal. 
2 Solução em ordenadas discretas analítica na variável x 
Considera-se um problema bidimensional de transporte de nêutrons, homogêneo , em 
geometria cartesiana bidimensional, definido em uma região retangular R, [0 , a] x [0 , b], com 
espalhamento isotrópico, um grupo de energia e com presença de uma fonte isotrópica Q(x,y) 
definida no retângulo [0, as] x [0, bs] dentro de R. 
Neste contexto, escreve-se a equação bidimensional de transporte em ordenadas discretas 
para o caso isotrópico [9] 
para i = 1, ... , M , com M = N(N + 2) / 2, de acordo com o esquema de quadratura simétrica 
de nível [9], onde N refere-se a ordem da quadratura e Wi são os pesos associados às direções 
Oi = (J..Li, T/i)· Além disso, x e y são as componentes do vetor espacial, Q(x, y) é o termo fonte de 
nêutrons , (J"t e (}"8 são, respectivamente, seção de choque macroscópica total e de espalhamento. 
Objetivando analisar a equação para a direção x, optou-se por ordenar o conjunto de direções 
(wi, Oi) de forma que para os índices i = 1, ... , M/2 as direções tenham a coordenada J..l i > O, 
conforme está esboçado na Figura 1. 
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Figura 1: Escolha da numeração das direções para N=4 
Considerando-se a ordenação das direções apresentada na Figura 1, e utilizando os funda-
mentos dos métodos nodais para obter as equações unidimensionais na variável x, integra-se a 
equação (1) em todo y sendo escrita na forma 
d T/i 
f..l i dx 1liy(x, Oi)+ b [1l!(x, b, Oi) - 1l!(x, O, Oi)] + (J"t Wy(x, Oi) = 
M/2 
Qy(x) + ~ L Wk [ Wy(x , O k) + Wy(x , o k+M/2) ] (2) 
k= l 
e 
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d T/i+M/ 2 [ ] 
- f..Li dx 1liy(X, O i+M/ 2) + b 1IJ(x , b, O i+lVI/ 2)- 1IJ(x, Ü, O i+M/ 2) + 
M/ 2 
O"tWy(x , o i+M/ 2) = Qy(x) +~ L Wk [wy(x , Ok) + Wy(x , o k+M/ 2)] ' (3) 
k= l 




Qy(x) = b Jo Q(x, y)dy. (5) 
Objetivando-se resolver a parte homogênea das equações unidimensionais (2) e (3) através 
de um sistema de autovalores, buscam-se, conforme [10, 14], soluções na forma 
(6) 
Substituindo, então, a equação (6) nas versões homogêneas das equações (2) e (3), obtém-se 
M/ 2 
-~i <I>y(v, Oi)+ O"t<l>y(v, Oi)= ~ L Wk [<I>y(v, O k) + <I>y(v, o k+M/ 2)] ' (7) 
e 
k == l 
M/ 2 
~i <I>y(v, o i+M/ 2) + O"t<l>y(v, o i+M/ 2) = -~ L Wk [<I>y(v, O k) + <I>y(v, o k+M/ 2)] 
k= l 





para i = 1, ... , M/2 , onde S é a matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal são as 
constantes O"t , 
M = diag{f..Ll, f..L2 , .. ·, f..LM/ 2} (11) 
e 
W ( . ") O"s ~ , J o= - Wj· 
4 
(12) 
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onde 
(15) 
Multiplicando a equação (14) por uma matriz diagonal T representada por 
(16) 
obtém-se 







Os elementos da matriz T foram definidos de forma a tornar a matriz B simétrica. Desta 
forma, o problema de autovalores pode ser escrito na forma 
(20) 
com À= 1/ v2 e 
1/ 2 ] T 
(1/ f..LM/ 2)wM/ 2 · (21) 
A forma do problema de autovalor definido na equação (20) é obtida quando aplica-se o 
método "divide and conquer" [7] em matrizes tridiagonais. Encontrados os autovalores, impõe-
se em (7) e (8) a condição de normalização 
M/ 2 
L Wk [<I>y(v, n k) + <I>y(v, n k+M/ 2)] = 1 (22) 
k= l 
e assim é possível escrever de forma explícita, observando que a escolha da quadratura deve 
garantir que o denominador seja diferente de zero, 
e 
a8 v 
<l>y(v, O i+M/ 2) = 4( + ) , (J"tV f..l i 
(23) 
(24) 
com i= 1, ... , M / 2. Escreve-se a solução em ordenadas discretas para a direção x como 
M/ 2 
w~(x, Oi)= L [ Aj<I>(vj , n i)e-x/ vj + Bj<I>(vj , n i+M/ 2)e-(a-x) / vj ] ' 
j = l 
M/ 2 
(25) 
w~(x, n i+M/ 2) =L [Aj<I>(vj , n i+M/ 2)e-x/ vj + Bj<I>(vj , n i)e-(a-x) / vj ] (26) 
j = l 
para i= 1, ... , M/2, x E [0, a]. As constantes Aj e B j são determinadas a partir de um sistema 
linear , considerando as condições de contorno do problema, e as constantes de separação v1 são 
calculadas a partir dos autovalores obtidos da solução de (20) . 
DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0176 010176-4 © 2015 SBMAC 
Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, V oi. 3, N. 1, 2015. 
3 Solução em ordenadas discret as analítica na variável y 
Da mesma forma, objetivando analisar a equação para a direção y, optou-se por ordenar o 
conjunto de direções (wi, Oi) de forma que para os índices i = 1, ... , M /2 as direções tenham a 





,~'' '-''''·" f.l 




F igura 2: Escolha da numeração das direções para N = 4 
Considerando-se a ordenação das direções apresentada na F igura 2 e utilizando os funda-
mentos dos métodos nodais para obter as equações unidimensionais na variável y, integrou-se a 
equação (1) em todo x , obtendo-se 
M/2 
Qx(Y) + ~ L Wk [ Wx(Y, Ok) + Wx(Y, o k+M/2)] ' (27) 
k= l 
M/2 
O"t Wx(Y, o i+M/2) = Qx(Y) + ~ L Wk [ Wx(Y, Ok) + Wx(Y, o k+M/2)] ' (28) 
k= l 
para i= 1, ... , M/2 e 
1 j·a 1lfx(Y, O) = - w(x, y, O )dx, 
a o 
(29) 
1 j'a Qx(Y) = - Q(x, y)dx. 
a o 
(30) 
Realizando processo análogo ao descrito na seção anterior, obtém-se o seguinte problema de 
autovalores 
(E- O"t; svvT) Y = ÀY, (31) 
com À = 1/ v2 , 
(32) 
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e 
Y = TMUx. 
Impondo-se a condição de normalização 
têm-se 
M/ 2 
L Wk [<I>x(v, O k) + <I>x(v, o k+M/ 2)] = 1 
k= l 
(J"sll 
<I>x(v, O i) = 4( ) , (J"tll - T/i 
(J"sll 






com i = 1, ... , M / 2. A solução em ordenadas discretas para a direção y pode ser escrita como 
M/ 2 
w~(y , Oi) = L [ Cj<I>(vj ' Oi) e-y/vj + Dj<I>(vj ' o i+M/ 2)e-(b-y)/vj ] ' (38) 
j = l 
M/ 2 
w~(y, o i+M/ 2) = L [ Cj<I>(vj' o i+M/2)e-y/vj + Dj<I>(vj' O i)e-(b-y)/vj ] (39) 
j = l 
para i= 1, ... , M / 2, y E [0 , b]. As constantes de separação Vj são obtidas a partir dos autovalores 
obtidos da solução de (31) e as constantes Cj e Dj são determinadas a partir de um sistema 
linear , considerando as condições de contorno do problema. 
4 Comentários Finais 
O uso da análise espectral permitiu, além de escrever as soluções elementares do problema 
de ordenadas discretas de forma explícita, diferentemente de abordagens anteriores, obter um 
problema de autovalores mais simples. Pela sua natureza, tal sistema pode ser resolvido numeri-
camente de forma mais eficiente [7, 8]. 
Normalmente, problemas de autovalores associados a formulações baseadas no método de 
ordenadas discretas são da ordem M. O emprego do Método ADO possibilita a redução de 
tais sistemas a ordem M / 2. No entanto, a formulação apresentada aqui, reduz o problema de 
autovalores obtido pelo Método ADO (ordem M / 2) ao caso mais simples do que de matrizes 
tridiagonais simétricas , representando relevante ganho em eficiência computacional, o que em 
problemas multidimensionais é questão significativa. 
Resultados obtidos a part ir desta abordagem para os problemas de autovalores foram ve-
rificados, confirmando os já obtidos na Ref. [12], sendo obtidos com redução relevante de 
tempo computacional. Objetiva-se, agora, utilizar as soluções elementares para determinação 
dos fluxos angulares e avaliar quantidades de interesse, como o fluxo escalar, completando a 
solução do problema bidimensional. 
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